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Abstract (Dansk) 
I dette videnskabsfagsprojekt undersøger vi Newton, Bolzano og Cauchys brug af 
grænseværdibegrebet i relation til deres forskellige motivationer og formål med 
matematikken. Projektet tager fat i hver af de tre matematikere én af gangen og beskriver 
deres historiske, kulturelle og matematiske kontekster. Herefter undersøger vi deres 
individuelle matematik, med specielt fokus på uddrag fra værkerne Principia af Newton, Rein 
analytischer Beweis af Bolzano og Cours d’Analyse af Cauchy. Uddragene er valgt specifikt til at 
reflektere grænseværdibegrebet hos hver af de tre matematikere, i det omfang, det er åbent 
tilgængeligt, men deres respektive motivationer og formål uddrages også i en vis grad af disse 
værker. 
Projektet finder, at Newtons grænseværdibegreb bærer præg af hans baggrund som fysiker, 
hvor fokus primært ligger på overvejelser om den potentielle anvendelse af begrebet, og 
således står geometri og anvendt matematik i fokus hos ham. Hos Bolzano finder projektet, at 
hans grænseværdibegreb afspejler dennes fokus på strengt analytisk og generel matematik, 
uden brug af eksempler og beviser båret af geometrien. Endvidere finder projektet hos 
Cauchy, at denne placerer stringensen i geometrien som et ideal, som matematikken skal opnå 
– og dette er også gældende for grænseværdibegrebet. Endelig afsluttes projektet med en 
sammenligning af de tre matematikere, og det konkluderes, at deres individuelle motivationer 
og formål med udviklingen af deres matematik i høj grad afspejles i deres grænseværdibegreb.  
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Abstract (English) 
In this science project, we examine the concept of the limit as it appears in the works of 
Newton, Bolzano and Cauchy, and relate these to their differing motivations and purposes 
with mathematics. First of all, the project examines each of these mathematicians’ background 
– historically, culturally and mathematically. Afterwards, we examine each of their individual 
mathematics, focusing especially on quotes and excerpts from the texts Principia by Newton, 
Rein analytischer Beweis by Bolzano, and Cours d’Analyse by Cauchy. The excerpts are chosen 
with the purpose of exemplifying each of the three mathematicians’ concepts of the limit as 
much as available, but their respective motivations and purposes are also partially deducted 
from these texts. 
The project finds that Newton, as a physician, uses the limit primarily on the grounds of how it 
might be applicable to certain problems, and geometry plays a central role in his proofs. 
Conversely, we see that Bolzano much prefers the rigor of purely analytical mathematics to 
geometry, and his concept of the limit reflects this. The project also finds that Cauchy views 
geometry as having a greater sense of rigor than analysis, and that this rigor is important to 
him not only in his concept of the limit, but his mathematics in general. Finally, we compare 
the three mathematicians’ concepts of the limit, and conclude that each of their motivations 
and purposes have had a profound impact on their formulation of the limit. 
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Forord 
Interessen for at skrive dette projekt udsprang først og fremmest fra overvejelser omkring 
ikke-standard analyse. Vi stødte på denne igennem en undersøgelse af infinitesimalers 
historie, og deres potentielle nytte i dag. Heraf fulgte overvejelser omkring infinitesimalers 
relation til grænseværdibegrebet i en historisk kontekst, hvor vi hurtigt opdagede det virvar af 
forskellige tanker omkring grænseværdibegrebet, som forskellige matematikere har gjort sig 
gennem tiden. Vi blev da hurtigt klar over, at en undersøgelse af grænseværdibegrebet var, 
hvad vi ville fokusere på, men at komme derfra til de egentlige nedslagspunkter vi har valgt, 
var ikke just en simpel sag. 
I den forbindelse vil vi gerne først og fremmest takke vores vejleder, Carsten Lunde Petersen, 
for hans usvigelige hjælp på alle områder igennem hele projektet. Endvidere vil vi gerne takke 
Tinne Hoff Kjeldsen for hendes bidrag til at bringe projektet på rette spor. Jesper Lützen skal 
også have tak for at have bidraget med flere tekster og kilder til projektet.  
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Indledning 
At læse om matematikkens historie kan være en interessant oplevelse. Når man har haft 
matematik i folkeskolen, på gymnasiet og endda på universitetet, hvor alting virker så 
velstruktureret og -konstrueret, kan det være en forbløffelse at se, hvor lidt denne struktur 
egentlig har været gennemgående for matematikkens udvikling. Hvis, eller når, vi får at vide, at 
epsilon-delta grænseværdibegrebet var et skelsættende trin i udviklingen af analysen som 
matematisk disciplin, kradser vi os måske i håret og tænker "Jamen, vi har da arbejdet med 
både differentialer og integraler på gymnasiet, og det helt uden at bruge  epsilon-delta eller 
nogle andre stringente grænseværdibegreber. Det gjorde man vel også bare i gamle dage?" 
Men det kommer måske heller ikke som nogen overraskelse, at den rækkefølge, vi lærer 
matematiske begreber i, sjældent stemmer overens med den rækkefølge, som begreberne 
bliver defineret historisk i. Det er nok snarere tilfældet, at den matematik, som man i de første 
mange år som elev eller studerende bliver præsenteret for, stort set udelukkende er en 
værktøjskasse. Man gør sig utallige erfaringer med, hvorledes værktøjerne i denne kasse kan 
anvendes på forskellige problemer – hvornår det ene værktøj er at foretrække fremfor det 
andet, hvornår ét værktøj er anvendeligt eller ej, og hvordan resultaterne af arbejdet – 
løsningerne – med disse forskellige værktøjer tager sig ud. 
Hvad der i matematikundervisningen forekommer knap så ofte er altså overvejelser omkring, 
hvorledes disse værktøjer egentlig er udviklet til at begynde med, hvilke problemer der 
motiverede udformningen af disse, og hvordan værktøjerne med tiden har ændret sig. Det er 
den overordnede interesse for netop dette, der har ansporet os i vores valg om at skrive dette 
videnskabsfagsprojekt på 1. modul af kandidatuddannelsen i matematik. 
Som udgangspunkt for dette projekt har vi valgt at kigge på en del af analysens udvikling. Da 
dette emne er enormt, har vi valgt at beskære det på to måder. For det første har vi valgt at 
afgrænse os til at undersøge, hvordan grænseværdibegrebet har udviklet sig, idet dette begreb 
spiller en helt afgørende rolle i både infinitesimalregning (forstået som calculus) og analysen. 
For det andet – idet dette emne stadig mildest talt er ret omfattende – har vi valgt at betragte 
tre specifikke matematikere, navnlig Isaac Newton, Bernard Bolzano og Augustin-Louis Cauchy. 
Vi mener nemlig, at disse har bidraget fundamentalt til grænseværdibegrebets - og analysens - 
udvikling, og at de hver især illustrerer forskellige, interessante matematik-historiske 
tendenser i udviklingen af grænseværdibegrebet. 
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Newton spiller en vigtig rolle som eksponent for infinitesimalregningens fødsel i slutningen af 
1600-tallet, og personificerer en overgang fra geometrisk til aritmetisk metode til løsning af 
matematiske problemer, omend geometri og intuition stadig spiller en væsentlig rolle i 
Newtons værker. I 1800-tallet er Bolzano optaget af matematisk stringens, og argumenterer 
for at matematisk bevisførelse bør fritages for referencer til geometri og intuition. Endelig 
spiller Cauchy en fundamental rolle i formuleringen af en stringent anal yse – der spiller en 
større rolle i samtiden end den mindre kendte Bolzano – med udgivelsen af værket Cours 
d’Analyse fra 1821. 
Fra vores side ligger en stor del af motivationen for projektet også i, at vi gerne ville 
gennemføre en undersøgelse af, hvor disse begreber, som vi lærer i skolen eller gymnasiet, 
egentlig opstår fra. Hvordan er man kommet på dem i tidernes morgen, hvem har gjort det, og 
hvor mange år har det taget at finpudse begreberne til de rent faktisk ligner dem, vi kender i 
dag? For at svare på disse spørgsmål valgte vi at skrive foreliggende matematikhistoriske 
projekt. Med undtagelse af historiske oversigtsværker er mængden af allerede eksisterende 
litteratur på området ikke overvældende, og vi føler derfor, at vi kan bidrage med noget (i 
værste fald nogenlunde) nyt til området: En nærmere undersøgelse af disse tre matematikeres 
både matematiske og filosofiske tilgang til analysen, og hvordan denne har haft indflydelse på 
deres ”produkt”, så at sige. Lidt mere koncist vil vi i dette projekt  søge at svare på følgende 
problemformulering: 
"Hvordan har Newtons, Bolzanos og Cauchys motivation for og formål med deres matematik 
haft indflydelse på, hvordan deres udvikling af grænseværdibegrebet så ud, og hvilke forskelle 
er der imellem dem?" 
Vi vil altså gerne både se på de tre personers matematiske praksis, men også deres 
bagvedliggende tankegang og overvejelser. Det er naturligvis ikke et tilfælde, at det lige er 
disse tre personer vi har valgt til vores undersøgelse. Et meget kedeligt svar på spørgsmålet 
om, hvorfor vi har valgt netop dem, er ”Jamen, vi skulle jo vælge nogen”. Men i virkeligheden 
er svaret lidt mere dybsindigt end som så. 
Den første, måske mest åbenlyse, grund er, at vi gerne vil slå ned over tid – vi vil helst undgå at 
vælge tre matematikere, der ligger for tæt på hinanden rent tidsmæssigt. Newton (1643-1727) 
ligger klart nok en del år før både Bolzano (1781-1848) og Cauchy (1789-1857), men man 
kunne til gengæld argumentere for, at de to sidstnævnte nærmest fremstiller deres 
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matematiske værker samtidig. Selvom dette sådan set ikke er en ukorrekt indvending, mener 
vi, som vi vil argumentere for i det dertil dedikerede afsnit, at Bolzano er meget ukarakteristisk 
for sin tid, og at der måske alligevel kan siges at være et par år imellem dem – i hvert fald i 
kraft af den måde, de bedriver matematik på. 
Der er dog også andre ting, der adskiller Newton, Bolzano og Cauchy. Som levende det meste 
af deres liv i henholdsvis England, Bøhmen og Frankrig, var de hver især i kontakt med 
forskellige matematikere og kulturelle grupper, og havde forskellige muligheder for at 
publicere deres værker – og blive hørt, helt generelt. Vi har altså iblandt vores tre 
matematikere en rimelig spredning i kulturelle kontekster. Også deres andre interesser var v idt 
forskellige – om de var fysikere, filosoffer eller blot ville undervise, så havde disse andre 
interesseområder formentlig indflydelse på deres matematik. 
Samlet set er der altså en rimelig forskel på de tre personer. Skal vi argumentere for dem 
enkeltvis, kan vi starte med Newton: Som den person, der ofte tilskrives rollen som 
infinitesimalregningens fader (sammen med Leibniz), er hans relevans for udviklingen af 
analyse nok næppe udfordret. Endvidere har Bruce Pourciau argumenteret for, at allerede 
Newton havde fat i grænseværdibegrebet, som vi kender det i dag – hvilket klart nok også gør 
ham relevant for vores problemformulering (se [Pourciau 2001]).  
I Bolzanos tilfælde har vi en person, der gik mere op i stringens end egentlige, nye fremskridt i 
matematikken. Bolzano ville så at sige have, at vi tog et skridt tilbage og kiggede os ordentlig 
for, før vi begyndte at gå videre. Dette giver ham en lidt interessant indgangsvinkel til 
grænseværdibegrebet, og omstændighederne for hans forfatterskab har givet anledning til lidt 
af en historisk rodebunke, hvad gælder hans matematiske værker.  
Sidst men ikke mindst har vi valgt Cauchy. Som en veritabel masseproducent af matematiske 
tekster, kan man indenfor de fleste matematiske emner, der var grundlagt i 1800-tallet, godt 
regne med, at Cauchy har skrevet en håndfuld artikler om emnet. Dette gælder også for 
grænseværdibegrebet. Endvidere regnes Cauchy ofte sammen med Weierstrass som iblandt 
grundlæggerne af den analyse, vi kender i dag, hvilket gør ham til et oplagt valg for dette 
projekt. 
Disse er altså grundende til, at vi har valgt netop Newton, Bolzano og Cauchy som objekterne 
for vores undersøgelse. Der er selvfølgelig en mangfoldig liste af andre matematikere, der 
kunne have været inddraget i dette projekt, men den (temmelig kedelige) sandhed er, at 
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omfanget af vores semesterprojekt simpelthen kun rækker til at medtage tre personer. Til 
gengæld er der for fremtiden åbnet op for, at lignende projekter kan skrives på baggrund af 
andre matematikere (eller måske videnskabsmænd i det hele taget), og vi vil klart forvente, at 
en sådan undersøgelse vil være frugtbar. 
Med alt det af vejen er der ikke meget andet for, end at begynde fra en ende af med at 
undersøge Newton, Bolzano og Cauchy. Vi vil først og fremmest gennemgå dem kronologisk 
hver for sig, og afslutningsvis vil vi sammenligne dem på baggrund af de forskellige 
fokuspunkter, vi finder undervejs. Her følger derfor først det indledende afsnit om Newton.  
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Isaac Newton 
Skabelsen af infinitesimalregningen 
Infinitesimalregningen (anvendes i det følgende synonymt med ”calculus”) skabtes som 
egentlig matematisk disciplin i anden halvdel af det 17. århundrede, som følge af to 
matematiske koryfæers virke: Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) og Isaac Newton (1643-
1727). Niccolò Guicciardini anfører [Guicciardini 2003, s. 73], at omend Newton og Leibniz 
havde forskellige tilgange og metoder, og i og for sig udviklede forskellige versioner af 
infinitesimalregningen, er der overordnet set tre grunde til, at Leibniz og Ne wton 
karakteriseres som opfindere af infinitesimalregningen: De var begge i stand til at reducere 
problemer, at indse at arealberegning består i at invertere processen i hvilken tangenter 
udregnes, og endelig var de i stand til at skabe generelle algoritmer til at løse de betragtede 
problemer.  
Hvorfor er vi interesserede i at inddrage Newton i vor rapport? Fordi infinitesimalregningen 
historisk set er uomgængelig, hvis man ønsker at få indblik i analysens historie. Hvorfor 
undersøger vi i så fald ikke Leibniz? Newton er i vor øjne relevant i forhold til vor fokus på 
grænseværdibegrebet, i og med Newton selv forsøger at formulere et sådant. Leibniz tilgang er 
en anelse anderledes, idet der i Leibniz’ tilgang overvejende er lagt på anvendelse af 
infinitesimaler end et egentligt grænseværdibegreb (se [Katz 2012]). 
Ifølge Morris Kline kan infinitesimalregningens fremkomst i det 17. århundrede overordnet 
forklares ud fra 4 overordnede videnskabelige problemer, der dominerede perioden [Kline, 
1989, s. 342-343]: 
 At finde hastigheden og accelerationen til et vilkårligt tidspunkt af et legeme, givet 
formlen for den afstand, legemet tilbagelægger som funktion af tiden - og omvendt 
 At finde tangenten af en kurve 
 At finde maksima og minima for funktioner 
 At finde længden af kurver 
Overordnet set kan motivationen for den matematiske virke i 1600-tallet altså karakteriseres 
som ”problemløsningsorienteret” i den forstand, at matematikken fungerede som et redskab 
til at løse konkrete problemer, der udsprang af den fysiske verden. Dette er også i høj grad 
kendetegnende for Newtons virke i sit arbejde med optik og med at beskrive 
himmellegemernes bevægelse. Specielt med hensyn til problemer vedrørende bevægelse, var 
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det for Newton, såvel som samtidige videnskabsmænd, klart at legemer i bevægelse havde en 
øjeblikkelig hastighed, men at denne hastighed ikke kan beregnes på samme vis en 
gennemsnitshastighed, idet både distancen tilbagelagt og tiden, den tilbagelægges på, er 0, og 
udtrykket 0/0 matematisk set er meningsløst.  Newtons motivation for at udvikle 
infinitesimalregningen skal altså ses i lyset af hans baggrund som fysiker.  
I indeværende afsnit vil vi både betragte Newtons bidrag til infinitesimalregningen, samt 
hvilket grænseværdibegreb Newton anvender i denne.  Det er formålet med indeværende 
kapitel at: 
 Give læseren et overblik over Newtons vigtigste inspirationskilder.  
 Præsentere læseren for Newtons væsentligste matematiske opdagelser og metoder.  
 Præsentere de vigtigste definitioner og beviser, der er relevante i forståelsen af 
Newtons grænseværdibegreb. Her gennemgås Lemma I og II i første bog af Principia. 
 
Introduktion 
Newtons universitetsuddannelse startede i 1661, da han blev optaget på Cambridge. I årene 
1661-1665 læste han værker af blandt andre Johannes Kepler (1571-1630), Galileo Galilei 
(1564-1642), Pierre de Fermat (1601/07?-1665), Christiaan Huygens (1629-1695) og John 
Wallis (1616-1703). Sidstnævntes værk Arithmetica Infinitorum (1655), menes specielt at have 
påvirket Newton [Boyer 1989, s. 437] [Kline 1972, s. 359]. Det var kendetegnende for Wallis at 
anvende aritmetiske frem for geometriske begreber i sine udledninger, selvom der var udbredt 
præcedens for geometrisk argumentation i størstedelen af det 17. århundrede. En anden af 
Newtons primære inspirationskilder, Isaac Barrow (1630-1677), var eksponent for den 
geometriske tradition. 
Umiddelbart efter Newtons opnåelse af sin bachelorgrad blev Cambridge lukket grundet 
frygten for pestsmitte, hvorfor Newton tog til familiens hjem i Woolsthorpe for at studere for 
sig selv i årene 1665-1666. Bemærkelsesværdigt er det, at Newton i disse år - fraværende fra 
Cambridge - udviklede nogle af de idéer, der senere skulle vise sig at være banebrydende for 
både fysik og matematik. I perioden indså han blandt andet, at hvidt lys består af alle farver fra 
rød til violet, at gravitationsloven var nøglen til den omfattende klassiske mekanik, og han 
udviklede endda infinitesimalregningen. Han vendte tilbage til Cambridge i 1667 for at 
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færdiggøre sin uddannelse, og to år senere overtog han Barrows stilling som professor [Kline 
1972, s. 357]. Denne stilling besad Newton i 35 år, indtil han indstillede sin forskning efter et 
nervøst sammenbrud. 
Det er værd at bemærke, at Newton ikke publicerede sine opdagelser i mange år, antageligvis 
af frygt for kritik. Således udkom det for naturvidenskaben epokegørende værk Philosophiae 
Naturalis Principia Mathematica (The Mathematical Principles of Natural Philosophy) første 
gang i 1687, selvom Newton efter alt at dømme kunne have udgivet det ca. to årtier tidligere 
[Kline 1972, s. 357-359]. 
 
Newtons matematik 
Binomialteoremet 
Som det vil fremgå i det følgende, spiller uendelige rækker en stor rolle i udviklingen af 
Newtons infinitesimalregning. Det var af afgørende betydning, at Newton indså, at de 
algebraiske regler, der er tilladelige med hensyn til endelige størrelser, ligeledes er gyldige for 
uendelige rækker. Det er ifølge Boyer sandsynligt, at Newton fik denne indsigt ved bl.a. at 
undersøge Wallis’ arealbestemmelser i Arithmetica Infinitorum. Wallis fandt hér aritmetiske 
metoder til løsninger af problemer vedrørende arealbestemmelse, som Bonaventura Cavalieri 
(1598-1647) havde behandlet geometrisk i værket Geometria Indivisibilius Continutorum Nova 
quadam Ratione Promatoa (Geometry Advanced by a thus far Unknown Method) fra 1635. 
Wallis var eksempelvis via induktion i stand til at bestemme (med moderne notation nedenfor) 
at 
∫     
 
 
 
 
   
 
for alle hele tal. Omend Wallis’ resultat var korrekt, manglede hans metode stringens [Boyer 
1989, s. 424-425]. Specielt blev Newton inspireret af Wallis' metode til at bestemme arealet 
under kurver af formen         fra    til    for            Wallis havde fundet 
ved hjælp af induktion, at det første led altid blev  , og at det andet led blev 
 
 
  , 
 
 
  , 
 
 
  , 
 
 
   for henholdsvis            og så videre. Newton antog ved at følge Wallis' 
fremgangsmåde, at de første led i arealet for   
 
  var 
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Newton indså da, at han i stedet kunne finde dette areal ved først at udlede  
      
 
    
 
 
   
 
 
   
 
  
   
 
   
   
for derefter at finde det samlede areal ved at integrere led for led [Boyer 1989, s . 440]. Som 
den første indså Newton da endelig via ovenstående fremgangsmåde, at binomialteoremet var 
gyldigt i de tilfælde, hvor eksponenten er et rationalt tal – omend han ikke gav et bevis for 
dette. I moderniseret udgave kan Newtons binomialteorem skrives [Guicciardini 2003, s. 75]  
     
 
   
 
  
 
 
 
 
 
    
 
   
 
 
(
 
 
  ) 
 
 
       
Newtons arbejde med binomialteoremet var ydermere vigtigt i den forstand, at han indså 
muligheden for at udtrykke en stor gruppe af ”kurver” ved hjælp af potensrækker. Pludselig 
var det muligt at give flere transcendentale kurver et analytisk udtryk i form af uendelige 
rækker, hvor det før kun havde været muligt at definere dem geometrisk [Guicciardini 2003, s. 
76]. Det var vigtigt både for Newtons videre arbejde såvel som matematikkens udvikling i 
almindelighed [Boyer 1989, s. 441]. 
Infinitesimalregningens hovedsætning 
Newton udgav aldrig binomialteoremet selv. Til gengæld udgav han De analysi per aequationes 
numero terminorum infinitas i 1711, der på baggrund af overvejelserne i de frugtbare år 1665-
1666 kunne have været udgivet allerede i 1669. I De analysi nævner Newton tre 
grundlæggende regler vedrørende  arealbestemmelser og uendelige rækker [Guicciardini 
2003, s. 76]: 
1. Hvis    
 
 , er arealet under  lig 
  
   
 
 
 
   
2. Hvis y kan skrives som en sum af led, evt. en uendelig sum, er arealet under kurven 
givet ved summen af arealerne af de enkelte led 
3. For at udregne arealet under en kurve        , skal  rækkeudvides på 
formen   
 
 , hvorpå regel 1 og 2 anvendes. 
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Netop i regel 3 var Newtons udvidelse af binomialteoremet et gavnligt værktøj. Teoremet 
kunne imidlertid ikke benyttes i alle tilfælde, hvorfor Newton i årene 1669-1671 udviklede 
alternative metoder til at rækkeudvide funktioner. Wallis havde allerede anført regel 1, men 
ikke bevist denne. Det var Newton imidlertid i stand til i De analysi, i hvilken han beviser, at 
integralet af en afledt funktion y er lig y (i moderne terminologi). Med andre ord beviser 
Newton altså infinitesimalregningens fundamentalsætning! Sandsynligvis har Newton hér 
været inspireret af Barrow, der havde en idé om den omvendte relation mellem 
arealbestemmelse og tangent, men hverken var i stand til at bevise eller finde en algoritme for 
denne [Maanen 2003, s. 69-71] og [Guicciardini 2003, s. 76]. 
Fluenter, fluxioner og momenter 
Hvor Newton i De analysi hovedsagligt arbejder med rækkeudvidelser og anvendelsen af 
rækker med hensyn til arealbestemmelser, er De methodis serierum et fluxionum (skrevet i 
årene 1670-1671 og udgivet første gang i 1736) først og fremmest tilegnet en anvendelse af en 
algoritme udviklet i årene 1665-1666. Algoritmen havde overordnet det formål at løse to 
problemer [Guicciardini 2003, s. 79]: 
1. Givet længden af rummet til alle tider, at finde hastigheden af bevægelsen til ethvert 
givet tidspunkt. 
2. Givet hastigheden af bevægelsen til alle tider, at finde længden af rummet til ethvert 
givet tidspunkt. 
Algoritmen blev anvendt på størrelser, der ifølge Newton ”flyder” i tid, ekse mpelvis skaber 
bevægelsen af et punkt en linje, og bevægelsen af en linje en flade. Newton navngav størrelser 
der skabtes af en bevægelse ”fluenter” og deres øjeblikkelige hastigheder ”fluksioner”. 
Desuden anvendte Newton termen “momenter”; momenter af fluenter beskriver Newton som 
“the infinitely small additions by which those quantities increase during each infinitely small 
interval of time” (Newton i [Guicciardini 2003, s. 78]). Eksempelvis kan vi forestille os et punkt, 
der bevæger sig med variabel hastighed langs en ret linje. Afstanden, punktet har tilbagelagt til 
tiden t er fluenten, den øjeblikkelige hastighed fluxionen, og den ”uendeligt” lille tilvækst efter 
et ”uendeligt” lille tidsinterval er momentet. Idet Newton antog, at fluxionen i et ”uendeligt” 
lille tidsinterval er konstant, er momentet proportionalt med fluxionen. Først i 1690’erne 
anvendte Newton den nu velkendte notation for  ̇ for fluxionen af  og   ̇  for momentet af ; 
[Guicciardini 2003, s. 78]. 
Side 16 af 51 
 
Newtons tankegang kan illustreres ved at betragte figur 1, i hvilken en plan kurve          
genereres ved en kontinuert bevægelse af et punkt     . Hér relateres problemer vedrørende 
at finde maksima, minima og tangenter til problem 1. Eksempelvis findes ekstrema ud fra 
ligningen      
 ̇ 
 ̇ 
 
 ̇
 ̇
  . Problemer vedrørende arealbestemmelser relateres til problem 
2: Hvis  er arealet, der skabes ved en kontinuert uniform bevægelse (  ̇   ) af , er 
hastigheden hvormed arealet ændrer sig lig  ̇. Ud fra hovedsætningen er   ̇ [Guicciardini 
2003, s. 79]- 
 
Figur 1 (fra [Guicciardini 2003, s. 79]): Den infinitesimale trekant dannes ud fra 
”bevægelsen” af P(t) til P(t+o) 
Den overordnede algoritme med hensyn til problem 1 kan skitseres således:  Idet Newton 
antager, at bevægelsen er uniform i et infinitesimalt tidsinterval  , vil  ændre sig til   ̇  og 
  til   ̇ . Således sættes             ̇     ̇   i udtrykket for kurven. Til sidst fjerner 
Newton de led i udtrykket, i hvilke o indgår, idet han argumenterer for, at disse led vil være 
“equivalent to nothing with respect to the others”, siden “o is supposed to be infinitely small” 
[Guicciardini 2003, s. 79]. Netop begrundelsen for denne fremgangsmåde – eller manglen på 
samme – var omdrejningspunkt for stor diskussion: Hvordan kunne Newton i første omgang 
tilføje en størrelse, for blot at fjerne den til sidst? Specielt kendt er Bishop George  Berkeley 
protest over Newtons fremgangsmåde: 
And what are these fluxions? The velocities of evanescent 
increments. And what are these same evanescent increments? They 
are neither finite quantities, nor quantities infinitely small, nor yet 
nothing. May we not call them ghosts of departed quantities? 
[Boyer 1989, s. 480] 
Algoritmen med hensyn til problem 2 var vanskeligere. Overordnet set havde Newton to 
tilgange. Enten foretog han variabeltransformation med henblik på at reducere problemet til 
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kendte arealer eller også anvendte han ledvis integration på rækkeudvidelsen af det 
betragtede udtryk [Guicciardini 2003, s. 81]. 
Prime and ultimate ratios - Newtons grænseværdibegreb 
Indtil 1671 anvendte Newton en kinematisk tilgang til sin infinitesimalregning, der var baseret 
på bestemte størrelser – fluenter, fluxioner og momenter, en tilgang baseret på 
infinitesimaler. Han distancerede sig imidlertid i nogen grad fra denne tilgang i de følgende år. 
Tilgangen var stadig kinematisk, men han bevægede sig fra en analytisk til en ”syntetisk 
metode”, i hvilken infinitesimaler ikke indgik. Denne nye metode var i højere grad geometrisk, 
og er baseret på et grænseværdibegreb, vi i det følgende vil betragte nærmere. Nogle 
grundlæggende resultater fra denne periode opsummeres i hans hovedværk Philosophiæ 
Naturalis Principia Mathematica (udgivet 1687). Ikke mindst ses i dette værk, det tætteste 
Newton - ifølge forfatterne og Bruce Pourciau - kommer på et stringent grænseværdibegreb, i 
slutningen af første sektion, med den engelske titel The method of prime and ultimate ratios: 
“Those ultimate quantities [...] are not actually ratios of ultimate 
quantities, but limits [...] which they can approach so closely that 
their difference is less than any given quantity.” (Newton i [Callinger 
1982, s. 411]) 
Tekstuddraget er fra en diskussion om grænseværdibegrebet, der følger ef ter gennemgangen 
af 11 lemmaer. Det er værd at bemærke, at Newtons bevis skal forstås som et geometrisk 
snarere end et aritmetisk bevis - størrelserne han behandler i Principia er skabt af fluenter, 
dvs. størrelser der dannes ved en ”flydende” bevægelse. Dette var også tilfældet i De 
methodis, men hvor fluenter beskrives ved algebraiske symboler i De methodis, refererer han i 
Principia direkte til geometriske figurer [Guicciardini 2003, s. 82-83]. For at opnå en klarere 
indsigt i Newtons forståelse af grænseværdibegrebet, vil vi nærmere bestemt betragte to 
udvalgte lemmaer, I og II, der sammen med de tilhørende beviser specielt illustrerer Newtons 
tankegang i denne henseende (se [Pourciau 2001]).  
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Newton indleder Principia med flg. lemma: 
LEMMA I 
“Quantities, and also the ratio of quantities, which in any finite time 
converge continually to equality, and before the end of that time 
approach nearer to each other than by any given difference, become 
ultimately equal.” [Callinger 1982, s. 405] 
Beviset for Lemma I lyder 
“If you deny this, let them be ultimately unequal, and let their 
ultimate difference be D. Then they cannot approach so close to 
equality that their difference is less than the given difference D, 
contrary to the hypothesis.” [Callinger 1982, s. 405] 
Havde Newton været i besiddelse af et egentligt funktionsbegreb, som det vi kender i dag, ville 
”quantities” formentlig være oversat med funktioner eksempelvis      og    . I og med, at 
Newton anfører ”before the end of that time”, er der tale om,  at tiden   bevæger sig mod en 
endelig konstant  fra venstre, dvs.     . Med ”approach nearer to each other than any 
given difference” skal altså således forstås, at           . Ydermere er der tale om, at 
          aftager monotont, idet Newton skriver ”converge continually”. Under disse 
omstændigheder konkluderer Lemma I, at grænseværdierne              og  
           eksisterer og er lig hinanden. Det bør bemærkes, at Newton formentlig antager, 
at de givne ”quantities” ikke i endelig tid kan blive arbitrært store. Dette er en sandsynlig 
antagelse, idet Newton i værket typisk identificerer ”quantities” med længder eller arealer af 
geometriske figurer. Under disse omstændigheder er det følgende bevis da åbenlyst korrekt, 
idet størrelsen      i modsat fald ville være endelig, ikke , og uligheden       
     (for    ) ville medføre en modsigelse. Omend Newton ikke nærmere angiver 
egenskaber for de omtalte ”quantities”, bør man være påpasselig med ikke at tildele hans 
definition for stor generel gyldighed. Ikke desto mindre er essensen i Lemma I tydelig, og ikke 
langt fra en moderne definition af grænseværdi. 
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Lemma II og det tilhørende bevis vedrører det bestemte integrale (jf. figur 2):  
 
Figur 2 (fra [Guicciardini 2003, s. 83]): Når bredden af de ind- og omskrevne rektangler 
gøres vilkårligt små, vil summen af arealerne af ind- og omskrevne rektangler nærme sig 
hinanden 
LEMMA II  
“If in any figure AacE, terminated by the right lines Aa, AE, and the 
curve acE, there be inscribed any number of parallelograms Ab, Bc, Cd 
etc., comprehended under equal bases AB, BC, CD, etc. and the sides, 
Bb, Cc, Dd, etc. parallel to one side Aa of the figure; and the 
parallelograms aKbl, bLcm, cMdn, etc., are completed: then if the 
breadth of those parallelograms be supposed to be diminished, and 
their number to be augmented in infinitum, I say, that the ultimate 
ratios which the inscribed figure AKbLcMdD, the circumscribed figure 
AalbmcndoE, and curvilinear figure AabcdE, will have to one another, 
are ratios of equality.” (Newton i [Callinger 1982, s. 405]) 
og beviset: 
“For the difference of the inscribed and circumscribed figures is the 
sum of the paralellograms Kl, Lm, Mn, Do, that is (from the equality of 
all their bases), the rectangle under one of their bases Kb and the sum 
of their altitudes Aa, that is, the rectangle ABla. But this rectangle 
because its breadth AB is supposed diminished in infinitum becomes 
less than any given space. And therefore (by Lemma I) the figures 
inscribed and circumscribed become ultimately equal one to the 
other; and much more will the intermediate curvilinear figure be 
ultimately equal to either. Q.E.D.” (Newton i [Callinger 1982, s. 405]) 
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Hvis vi igen tillader os at ”pålægge” Newton et funktionsbegreb, er der altså tale om en 
monotont aftagende funktion     , hvor       . De indskrevne rektangler samlede areal 
udgøres af den nedre sum                       og de omskrevne rektanglers samlede 
areal af den øvre sum                        , hvor liniestykket   deles i lige store 
intervaller   
  
 
. Hvis arealet under kurven      mellem  og  benævnes A, hævder Lemma 
II da, at forholdet mellem  ,  , og A vil gå mod 1 når    . Newton beviser dette ved, at 
differencen mellem de indskrevne og omskrevne arealer er mindre end rektanglet     , dvs. 
         
  
 
 
og via Lemma I endelig at 
  
   
       
   
   
Der er altså - igen - tale om et forholdsvis klart grænseværdibegreb, omend formuleringen af 
dette ikke er på samme stringente form, der kendetegner formuleringer fra det nittende 
århundrede. Ikke desto mindre er kernen i argumentet tydelig, altså at en størrelse har 
grænseværdien  , hvis den kan gøres vilkårligt lille, og overordnet set ækvivalent med 
moderne formuleringer af grænseværdibegrebet. 
Deldiskussion  
Det er i nærværende afsnit blevet gennemgået overordnet hvilke matematiske koncepter, 
Newton gjorde brug af i udviklingen af sin infinitesimalregning. Som traditionelt for perioden, i 
hvilken matematikken i høj grad udgjorde et værktøj med hjælp af hvilket fysisk-mekaniske 
problemer søgtes løst, rejses Newtons virke i høj grad på et geometrisk fundament. Her spiller 
specielt Barrow en vigtig rolle som Newtons mentor og protagonist for den geometriske 
indgangsvinkel til matematikken. Imidlertid spiller påvirkningen fra Wallis også en stor rolle, 
idet dennes aritmetiske tilgang til arealbestemmelser formentlig initierede Newtons forståelse 
af uendelige rækker, og det kæmpe potentiale, der med disse størrelser fulgte for den 
matematiske udvikling. Med uendelige rækker i den ene hånd og den ”kinematiske” geometri i 
den anden, kan Newton som matematiker med lidt god vilje opfattes som en personificering af 
overgangen fra en geometrisk til en aritmetisk funderet matematisk fundament, der med tiden 
skulle dominere den matematiske udvikling. God vilje er dog påkrævet; Newton arbejdede ikke 
med et egentligt funktionsbegreb, og hans infinitesimalregning var grundlæggende baseret på 
en geometrisk-kinematisk indfaldsvinkel. Det er tydeligt i hans brug af fluxioner, og hans 
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argumenter vedrørende The method of prime and ultimate ratio: Newtons tilgang til 
matematikken som fysiker spiller en stor rolle; matematikken fungerer som et redskab til at 
løse konkrete problemer, der udsprang af den fysiske verden. Det er kendetegnende for 
Newtons argumentation, at intuitionen spiller en stor rolle. 
Den geometrisk funderede argumentation er helt grundlæggende i forståelsen af Newtons 
grænseværdibegreb. Når dette undersøges med moderne matematiske øjne, er det vigtigt at 
overveje i vor stor udstrækning et manglende funktionsbegreb hos Newton - og et 
tilstedeværende funktionsbegreb hos læseren - påvirker dommen af, i hvor høj grad Newton 
var på sporet af et ”korrekt” grænseværdibegreb, set i forhold til de matematiske 
landvindinger på dette område i det 19. århundrede. Ikke desto mindre vover vi at antyde, som 
Pourciau, at Newton var på rette spor, og måske mere, end den dominerende konsensus vil 
hævde. 
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Bernard Bolzano 
Vi vil i dette afsnit se nærmere på Bernard Bolzano på samme måde, som vi gjorde det med 
Newton i det foregående. Først vil vi gennemgå en kort biografi af Bolzano, dernæst vil vi se på 
hans matematik, og endeligt vil vi sætte ham ind i en sammenhæng i projektet, navnlig ved at 
se på hans grænseværdibegreb og hans formål med at udvikle dette.  
Men hvorfor lige Bernard Bolzano? Som medhjælper til udviklingen af analysen er han som 
sådan ikke særlig interessant, da både hans navn og værker forbliver ukendte indtil efter hans 
død. Man kunne påstå, at Bolzano i virkeligheden ikke formåede at bidrage med noget 
matematik til samtiden af denne årsag. Men selv om man kan argumentere for eller imod, om 
Bolzano fortjener en plads som en af grundlæggerne af den moderne analyse, føler vi, at en 
nærmere undersøgelse af hans matematik kan være lukrativ for projektet. Bolzanos formål 
med sin udvikling af grænseværdibegrebet, og hans bevisførelse og metode helt generelt, giver 
nemlig udtryk for en grad af stringens, som nærmest var uset på daværende tidspunkt, og som 
selv den dag i dag holder som en ordentlig stringens. 
Kort sagt har vi altså valgt at medtage Bolzano, ikke så meget for hans datidige bidrag (eller 
mangel på samme) til analysen, men snarere for hans bemærkelsesværdigt stringente 
matematik, der muligvis gav udtryk for hans formål med udviklingen af grænseværdibegrebet.  
 
Introduktion 
Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848) blev født og voksede op i den 
tysktalende del af det daværende Bøhmen, nærmere specificeret i Prag. Bolzano studerede 
løbende både matematik, filosofi, fysik og teologi ved Karlsuniversitetet, hvor han endvidere 
modtog sin doktorgrad allerede i 1804 i en alder af kun 23 år. Bolzano blev endvidere også 
katolsk præst i 1804. 
Bolzano var en populær underviser på Karlsuniversitetet, og delte gerne sine pacifistiske og 
antimilitaristiske holdninger med sine studerende. Desværre for Bolzano var den østrigske 
regering, som på daværende tidspunkt styrede Bøhmen, stærke modstandere af nationalisme 
og fritænkning, idet de frygtede at komme i karambolage med den tjekkiske del af Bøhmen. Af 
denne årsag besluttede regeringen, at Bolzano i 1819 skulle forbydes at publicere noget som 
helst af filosofisk eller politisk karakter. Derudover blev han tvunget til at forlade sin post ved 
Karlsuniversitetet, på trods af, at han kun året forinden var blevet udnævnt til leder af dettes 
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filosofiske afdeling. Bolzano fortsatte dog med at skrive artikler, som blev publiceret udenfor 
landet, indtil han, delvist grundet et medfødt dårligt helbred, døde i 1848 i en alder af 67 år. 
[Web 1] 
Bolzano bidrog med flere ting til sine forskellige interesseområder, men i forbindelse med sine 
matematiske bidrag er han en lidt mærkværdig historie. Han udgav flere bøger og artikler af 
matematisk signifikans i årene op til 1817, dvs. før han blev tvunget til at forlade 
Karlsuniversitetet, men det var kun de færreste der læste, endsige lagde mærke til, hans 
værker. Årsagen til dette er ikke soleklar, men Bolzano kommenterer selv på sit manglende 
gennembrud: 
"I began my written output with a paper concerning mathematics, 
under the title Betrachtungen über einige Gegenstände der 
Elementargeometrie (Prague: C. Barth, 1804). In this I put forward  a 
new theory of parallels, as well as several other views. Some years 
later I resolved to publish all my views in the area of mathematics in 
serial form, under the title Beyträge zu einer begründeteren 
Darstellung der Mathematik. But the first of these issues (Prague: C. 
Widtmann, 1810) had the misfortune, despite the importance of its 
contents, of not even being announced or reviewed in some learned 
journals, and in others only very superficially. This forced me to 
postpone continuing these contributions to a later time and 
meanwhile to attempt simply to make myself better known to the 
learned world by publishing some papers which, by their titles, would 
be more likely to arouse attention" [Bolzano 1980, side 168] 
Ovenfor citerede passage er en oversat og kommenteret version af Bolzanos værk "Rein 
analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetzes 
Resultat gewähren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege" (af og til blot kaldet 
"Rein analytischer Beweis") fra 1817, af Steve Russ. Den oversatte, engelske titel er "Purely 
analytic proof of the theorem that between any two values which give results of opposite sign 
there lies at least one real root of the equation". [Bolzano 1980, s. 158] 
Desværre skulle Bolzanos forsøg på at vække interesse for sine værker ikke lykkes, og måske  af 
samme årsag stoppede han for det meste med at udgive matematiske værker efter 1817, 
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samme årstal som ovenfor citerede passage er fra. Han fortsatte dog med at skrive 
matematiske manuskripter, som han beholdte indtil sin død i 1848, hvor han lod dem gå i arv 
til sin studerende Robert Zimmermann i håb om, at han ville udgive dem. Desværre, for 
matematikken, var Zimmermann primært interesseret i Bolzanos filosofiske værker, og hans 
første prioritet var derfor at få udgivet disse. Det var ikke før 1882, da Zimmermann overgav 
de resterende manuskripter til det Østrigske Videnskabsakademi, at størstedelen af Bolzanos 
matematiske manuskripter blev offentligt tilgængelige, om end Zimmermann havde udgivet 
enkelte manuskripter før dette. [Web 2] 
 
Bolzanos matematik 
Som nævnt i forrige afsnit vækkede Bolzanos matematiske værker langt fra opsigt mens han 
var i live. Dette er dog ikke ensbetydende med, at indholdet af disse værker ikke indeholdt 
noget nyt eller interessant. Tværtimod beviste Bolzano i disse værker fle re sætninger, som 
andre matematikere ikke formåede at bevise før en del år efter, uafhængigt af Bolzano. Da 
Bolzanos værker først bliver opdaget efter de fleste af disse sætninger allerede er blevet bevist 
af andre matematikere, må hans bidrag til matematikken i sin samtid siges at være minimal. 
Dette betyder dog ikke, at det er uinteressant for vores undersøgelse, for Bolzanos tankegang 
og krav til bevisførelse skiller sig en del ud fra de foregående matematikeres.  
Bolzano udgav flere matematiske tekster indtil 1817. De væsentligste af disse er, ligesom "Rein 
analytischer Beweis", oversat af Steve Russ, og deres engelske titler er henholdsvis:  
 "Considerations on some objects of elementary geometry" (1804)  
 "Contributions to a more well-founded presentation of mathematics" (1810) 
 "The binomial theorem, and as a consequence of it the polynomial theorem, and the 
series, which serve for the calculation of logarithmic and exponential quantities, 
proved more strictly than before" (1816) 
 "The three problems of rectification, complanation, and cubature, solved without 
consideration of the infinitely small, without the hypotheses of Archimedes, and 
without any assumption which is not strictly provable; at the same time being 
presented for the scrutiny of all mathematicians as a sample of a complete 
reorganization of the science of space" (1817) 
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Og endeligt "Rein analytischer Beweis", også i 1817. Selvom der formentlig kunne være flere 
ting, der ville være værd at se på i disse andre tekster af Bolzano, har vi alligevel valgt at 
fokusere udelukkende på "Rein analytischer Beweis". Dette skyldes, at denne artikel formentlig 
er Bolzanos vigtigste matematiske værk, og som Russ skriver: 
"Although the present work (...) was the last of the five to be written, 
its translation has been presented first for two reasons. It is the most 
mathematically significant, and it contains a substantial preface in 
which Bolzano describes the background and motivation not only of 
this work but also of most of the earlier ones" [Bolzano 1980, s. 157]  
I "Rein analytischer Beweis" beviser Bolzano endvidere flere vigtige matematiske sætninger, 
der voldte større problemer for mange matematikere. Af matematiske fremskridt i artiklen kan 
nævnes en definition på, hvornår en funktion af én variabel er kontinuert, et bevis for 
mellemværdisætningen, og et bevis for, hvad der senere kom til at hedde Bolzano-Weierstrass 
sætningen. Denne sætning lyder, i sin moderne form: 
"Every bounded sequence of real numbers has a convergent 
subsequence" [Wade 2010, s. 56] 
 I forbindelse med Bolzano-Weierstrass sætningen beviser Bolzano også, at 
supremumsegenskaben eksisterer. Alle disse sætninger beviser Bolzano - som titlen på værket 
nok hentyder til - rent analytisk. Dette var en bedrift, som ingen andre matematikere, i hvert 
fald ifølge Bolzano selv, havde formået at gøre lige så fyldestgørende førhen, og det meste af 
forordet til "Rein Analytischer Beweis" er da også dedikeret til at fastslå, hvorfor alle de 
tidligere forsøg på at bevise mellemværdisætningen har været utilstrækkelige, blandt andet 
med reference til, at man har anvendt geometriske eksempler som bevis. Bolzano opponerede 
nemlig stærkt imod at bruge geometriske og intuitive beviser for analytiske udsagn, som det 
ellers havde været skik at gøre førhen [Bolzano 1980]. 
For at vende tilbage til mellemværdisætningen; Bolzano beviste altså denne i "Rein 
analytischer Beweis". Som vi kender den i dag, lyder den: 
"Suppose f is continuous on a closed interval [a,b]. If k is any number 
between f(a) and f(b), then there is at least one number c in [a,b] such 
that f(c) = k." [Hughes-Hallett et al. 2009, s. 48] 
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Bolzanos undersøgelse er lidt mere specifik, idet han undersøger situationen hvor den ene af 
f(a) og f(b) er positiv og den anden negativ, og hvor der så findes et c i [a,b] hvor f(c) = 0. 
Beviserne for den generelle sætning og Bolzanos specifikke tilfælde er doge analoge. I vore 
dage kaldes mellemværdisætningen også af og til for Bolzanos sætning, som anerkendelse af, 
at han var den første til at bevise den rent analytisk.  
Mellemværdisætningen er ikke den eneste sætning, der er blevet opkaldt efter Bolzano efter 
først at have været kendt under et andet navn. Den formentlig mere velkendte Bolzano-
Weierstrass sætning, som vi just omtalte, blev faktisk oprindeligt blot kaldet Weierstrass' 
sætning, indtil det viste sig, at Bolzano allerede havde bevist den i "Rein analytischer Beweis", 
hvorpå hans navn blev føjet til sætningens navn. 
"Rein analytischer Beweis" er ikke det eneste værk, hvor Bolzano beviser flere hidtil ube viste 
sætninger, men det er et af hans sidste. Iblandt hans andre matematiske bedrifter kan kort 
nævnes sådanne ting som definitionen på en Cauchyfølge (som ellers oprindeligt blev 
attribueret til Cauchy, deraf navnet), hvis moderne definition lyder: 
"A sequence of points     is said to be Cauchy (in R) if and only if 
for every     there is an    such that 
        imply   |     |  " [Wade 2010, s. 58] 
samt et eksempel på en funktion, der er kontinuert men ingen steder differentiabel (et andet 
eksempel på en sådan funktion er den såkaldte "Weierstrass-funktion"). Men fordi Bolzanos 
værker først bliver opdaget så mange år efter, kæmper mange andre matematikere videre 
med de problemer, som Bolzano allerede havde løst, og af samme årsag bliver mange af dem 
først anerkendt som bevist med bl.a. Cauchy og Weierstrass. [Lützen 2003, s. 174-176] 
Mange af de sætninger, som Bolzano allerede havde bevist, bliver bevist senere af andre 
matematikere. Historikere og matematikere får heldigvis fat på nogle af Bolzanos værker 
efterfølgende, og man er således i stand til at sammenligne med og anerkende Bolzanos 
arbejde posthumt. I Cauchys tilfælde, da han beviser nogle af de samme ting som Bolzano kun 
få år efter, har der været en større diskussion omkring, hvorvidt Cauchy kan siges at have 
plagieret Bolzano, men det er ikke en diskussion vi vil tage op her. Vi vil til gengæld i den 
forbindelse gerne henvise til [Bendtsen og Timmermann 1996]. 
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Nu da vi har fået et overblik over Bolzanos mangfoldige matematiske arbejde, vi l vi begynde at 
undersøge nærmere, hvad Bolzanos formål med sit matematiske arbejde egentlig var.  
 
Deldiskussion 
Bolzanos fokus på at bevise matematiske sætninger rent analytisk, uden brug af geometriske 
og intuitive eksempler, er naturligvis ikke et tilfælde. Det er resultatet af Bolzanos ønske om at 
skabe et nyt fundament for ikke bare matematik, men al a priori videnskab. [Bolzano 1980, s. 
167] Dette var naturligvis et noget omfangsrigt projekt, som han ikke kunne nå at fuldføre i sin 
egen levetid, men hans ønske om et nyt fundament for matematikken bar dog alligevel frugt. 
Den matematiske analyse gik stødt længere væk fra geometriske eksempler og beviser i årene 
omkring Bolzanos levetid, indtil den med Weierstrass så småt blev formaliseret som vi kender 
den i dag. [Web 3] 
For kort at vende tilbage til Bolzanos bibliografi, fremgår hans ønske om at skabe dette nye 
fundament også direkte af titlerne på nogle af hans værker, herunder eksempelvis (de 
relevante dele af titlerne er markeret med fed skrift af os): 
 "Contributions to a more well-founded presentation of mathematics" (1810) 
 "The binomial theorem, and as a consequence of it the polynomial theorem, and the 
series, which serve for the calculation of logarithmic and exponential quantities, 
proved more strictly than before" (1816) 
 "The three problems of rectification, complanation, and cubature, solved without 
consideration of the infinitely small, without the hypotheses of Archimedes, and 
without any assumption which is not strictly provable; at the same time being 
presented for the scrutiny of all mathematicians as a sample of a complete 
reorganization of the science of space" (1817) 
Bolzano er også ganske afklaret med sit ønske om at skabe dette nye fundament, og skriver da 
også selv i 1817: 
"A careful reader could already have gathered from the few writings 
which have appeared so far, but particularly from that outline of a 
new logic which is supplied in the first issue of  Beyträge zu einer 
begründeteren Darstellung der Mathematik in its second section, 
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entitled "Über die mathematische Methode," that I hold certain views 
which, if they are not found to be completely incorrect, must lead to a 
complete reorganization in all pure a priori sciences." [Bolzano 1980, 
s. 167] 
Dette er som sagt noget af en opgave, og med Bolzanos manglende matematiske gennembrud 
er det måske ikke noget vidunder, at han stilede lidt væk fra matematikken i årene efter 1817. 
Men det faktum, at han satte sig dette som mål, kombineret med hans analytiske bevisførelse, 
foregreb alligevel den udvikling i matematikken, der ville ske i de følgende 50 år, hvor 
matematisk analyse udviklede sig til en separat gren af matematikken, uafhængig af geometri.  
Bolzano var altså stor modstander af måden, hvorpå man tidligere havde bedrevet matematik 
og specielt analyse. Men det var ikke kun rent geometriske beviser han angreb. Også sådanne 
koncepter som Leibniz' brug af infinitesimaler afviste han, og formulerede selv et 
grænseværdibegreb der ikke gjorde brug af disse, hvilket vi vil komme ind på lidt senere. Han 
var ganske vist ikke den første til at afvise infinitesimaler og geometriske eksempler i analysen, 
men han var uden tvivl en af de mest velargumenterende. [Bolzano 1980, s. 157]  
Der er dog ikke tale om, at Bolzano vil slippe af med geometriske eksempler i enhver 
sammenhæng. Hans ønske er som sagt at skabe et nyt fundament for matematikken, og dette 
fundament skal være fuldstændig generelt - men eksempler kan stadig bidrage til den videre 
forståelse af matematikken, eller til at illustrere pointer: 
"Thus it may be noted that we do not regard  examples and 
applications as detracting in the least from the perfection of a 
scientific exposition. On the other hand, we strictly require only this: 
that examples never be put forward instead of proofs and that the 
essence [Wesenheit] of a deduction never be based on the merely 
metaphorical use of phrases or on their related ideas, so that the 
deduction itself would become void as soon as these were changed."  
[Bolzano 1980, s. 161-162] 
Som nævnt dedikerer Bolzano det meste af forordet til "Rein analytischer Beweis" til at fastslå, 
hvorfor tidligere beviser for mellemværdisætningen har været utilstrækkelige. Hans holdning 
kommer tydeligt til udtryk allerede i starten af forordet, hvor han skriver: 
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"The most common kind of proof depends on a truth borrowed from  
geometry, namely, that every continuous line of simple curvature of 
which the ordinates are first positive and then negative (or 
conversely) must necessarily intersect the x-axis somewhere at a 
point that lies in between those ordinates. There is certainly no 
question concerning the correctness, nor indeed the obviousness, of 
this geometrical proposition. But it is clear that it is an intolerable 
offense against correct method to derive truths of pure (or general) 
mathematics (i.e., arithmetic, algebra, analysis) from considerations 
which belong to a merely applied (or special) part, namely, 
geometry." [Bolzano 1980, s. 160] 
Det er her værd at lægge mærke til, at der ikke kun er tale om, at analyse skal gøres uafhængig 
af geometri (og i det hele taget anvendt matematik), men det samme gælder for aritmetik og 
algebra. Bolzanos formål er derfor ikke kun begrænset til at gøre analyse til en selvstændig 
disciplin, men derimod at gøre al generel matematik til deres egne, selvstændige grene. Dette 
følger også af hans tidligere nævnte matematikfilosofi, og hans ønske om at skabe et nyt 
fundament for analytisk matematik generelt. Som en fodnote kan det nævnes, at Bolzanos 
filosofi også generelt havde det rent analytiske som omdrejningspunkt. 
Så Bolzanos filosofiske motivation medførte, at hans matematik satte det generelle og 
stringente i centrum. Men kan vi se denne motivation i hans grænseværdibegreb? Som nævnt 
hører der til de matematiske bedrifter i "Rein analytischer Beweis" også en definition på 
kontinuiteten af en funktion af én variabel. Det vil vi se lidt nærmere på her, for i denne 
definition kommer Bolzanos grænseværdibegreb nemlig til udtryk. Følgende passage stammer 
fra forordet til "Rein analytischer Beweis", hvor han er ved at afvise et postuleret bevis for 
mellemværdisætningen. Ifølge Bolzano anvender dette postulerede bevis et fejlagtigt 
kontinuitetsbegreb. 
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 Han skriver: 
"Let us first note that this is based on an incorrect concept of 
continuity. According to a correct definition, the expression that a 
function   varies according to the law of continuity for all values of x 
inside or outside certain limits means just that: if x is some such 
value, the difference           can be made smaller than any 
give quantity provided  can be taken as small as we please. (...) This 
is            ." [Bolzano 1980, s. 162] 
Hvis vi erstatter  med  og erstatter  med  ovenfor, ser vi, at denne definition på 
kontinuitet faktisk indebærer epsilon-delta-grænseværdibegrebet, som vi kender det - ved at 
gøre  så lille som vi ønsker, får vi et   der tilsvarende bliver så lille som vi ønsker. Dette 
grænseværdibegreb bliver først endelig fastslået af Weierstrass mange år senere, men Bolzano 
har her også brugt det en del tid før nogen andre, om end i en artikel, som ikke skulle opdages 
før det ikke længere var nyskabende tænkning. Den moderne definition på epsilon-delta-
grænseværdibegrebet lyder: 
"Let    , let I be an open interval which contains a, and let f be a 
real function defined everywhere on I except possibly at a. Then      
is said to converge to L, as x approaches a, if and only if for every 
    there is a    (which in general depends on ε, f, I, and a) such 
that 
  |   |      implies   |      |   . 
In this case we write 
              or            as      , 
and call L the limit of f(x) as x approaches a." [Wade 2010, s. 68] 
Det kommer dog næppe som en overraskelse, at Bolzano anvendte et så stringent og rent 
analytisk grænseværdibegreb i formuleringen af sit kontinuitetsbegreb - dette stemmer nemlig 
fuldstændig overens med hans motivation og formål med udviklingen af hele sin matematik. 
For at relatere til problemformuleringen, må det altså siges, at Bolzanos motivation og formål 
med sin matematik har haft en enorm indflydelse på hans grænseværdibegreb. Mange af de 
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samme værdier, som vi har i matematikken i dag - stringens i bevisførelse, adskillelse af 
generelle og specifikke resultater - var delt af Bolzano, og det er kun passende, at hans 
grænseværdibegreb skulle ligne vores nutidige til forveksling. 
I forbindelse med konvergens og grænseværdibegreber viser Bolzano også kriteriet for, at en 
uendelig række konvergerer punktvis. Hans undersøgelser viser sig dog på dette punkt at være 
mangelfulde, idet han tager fuldstændigheden af de reelle tal for givet, hvilket på daværende 
tidspunkt ikke var vist. [Bolzano 1980, s. 157] 
Vi har nu set på Bolzanos matematiske motivation og formål i forbindelse med 
grænseværdibegrebet, og i det følgende afsnit vil vi tage fat på Cauchy og se på, hvordan hans 
matematiske motivation og formål i forbindelse med grænseværdibegrebet så ud.  
  
Side 32 af 51 
 
Augustin-Louis Cauchy 
Vi vil i dette afsnit se på Augustin-Louis Cauchy på nogenlunde samme måde, som vi har gjort 
med Newton og Bolzano i de to foregående afsnit. Vi starter med en kort biografi af Cauchy, 
efterfulgt af et indblik i noget af den matematik, han har lavet. Herefter vil vi se på, hvordan 
han har været med til at bidrage til grænseværdibegrebet, og hvad hans formål var med at 
beskæftige sig med det. 
Inden for grænseværdibegrebets udvikling føler vi nemlig, at Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) er en af de matematikere, der har haft en grundlæggende betydning. Grunden til, at vi 
har valgt at inddrage Cauchy i vores undersøgelse, er, at han i sin bog Cours d’Analyse de 
l’École Royale Polytechnique beskriver store dele af funktionsteorien og differential- samt 
integralregningen.  Men det er også i denne bog, at man kan finde bl.a. den første anerkendte 
moderne definition på, hvad det vil sige, at en funktion er kontinuert. [Cauchy 1821] 
 
Introduktion 
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) var en fransk matematiker, og bliver ofte kaldt en af de 
største matematikere i det nittende århundrede. Cauchy var foregangsmand inden for 
analysen. Cauchy blev født i Frankrig samme år, som den franske revolution begyndte. Som 
fireårig flyttede han med sin familie til Arcueil, som er en forstad til Paris. Her fik Cauchy 
bekendtskab med matematikeren Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827) og kemikeren 
Claude-Louis Berthollet (1748-1822). [Web 5] Efter henrettelsen af Maximilien François Marie 
Isidore de Robespierre (1758-1794), som var fransk politiker og den mest fremtrædende leder i 
Jakobinerklubben1, i 1794 flyttede hans familie igen tilbage til Paris. 
Men det var ikke kun disse to videnskabsmænd, som Cauchy fik kendskab til i en ung alder. 
Hans far, Louis-François Cauchy, kendte Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Lagrange rådgav 
Cauchys far, Louis François Cauchy (1760-1848), om, at hans søn først skulle starte med at 
studere sprog, før han fik kendskab til matematik, og i 1802 startede Cauchy på École Centrale 
du Panthêon, hvor han studerede klassiske sprog i to år [Web 4].  
Cauchy begyndte at studere i 1805 på École Polytechnique, hvor han havde kurser ved den 
franske matematiker Sylvestre-François Lacroix (1768-1843). Han dimitterede i 1807, hvor han 
derefter startede på ingeniørskolen École des Ponts et Chaussées. I løbet af sin studietid 
                                                                 
1
 En radikal politisk sammenslutning under den store franske revolution i 1789–94. 
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arbejdede han på Ourcq kanalprojektet2 under Pierre-Simon Girard (1765-1836). Cauchy fulgte 
analysekurset hos Lacroix med fokus på det geometrisk afledte grænseværdibegreb. Han blev 
færdiguddannet civilingeniør med den højeste udmærkelse. [Web 4]  
I 1810 fik Cauchy sit første job i Cherbourg som junioringeniør, hvor han arbejde på et 
havneanlæg til Napoleons invasionsflåde. Under hans arbejde i Cherbourg havde Lagrange 
givet Cauchy et matematisk problem, og efter at have arbejdet på dette problem, overtalte 
Lagrange og Laplace ham til at skifte over til matematik. 
I 1815 begyndte Cauchy som assisterende professor i analysekurset på École Polytechnique, 
som han senere blev fuldt ansvarlig for, da han blev professor. Cauchy var ikke tilfreds med det 
pensum, de studerende gennemgik i kurset. Han mente, at der manglede stringens, så i 1821 
udgav han Cours d’Analyse de l’École Royale Polytechnique¸ som han havde designet til de 
studerende på École Polytechique. Cauchy underviste på kurset indtil 1830, hvor en ny 
revolution brød ud i Frankrig. Cauchy mistede sin stilling på instituttet, fordi han ikke ville 
aflægge ed til den nye konge, Louis-Philippe. Dette betød, at Cauchy valgte at forlade Frankrig, 
da han stadig gerne ville kunne undervise. Han tog til den italiske by Torino med dette formål. 
Han blev der dog ikke længe, for i 1833 flyttede han videre til Prag. Den franske afsatte konge, 
Charles X, efterspurgte Cauchy som videnskabelig vejleder til den trettenårige hertug af 
Bordeaux Henri d’Artois. Det var under hans forløb som vejleder, at Cauchy blev udnævnt til 
Baron. Men han stoppede sin egen forskning mens han var i Prag, så da Henri d’Artois fyldte 
18, tog Cauchy tilbage til Paris for at få sin gamle stilling tilbage på École Polytechnique. Han 
kunne dog ikke undervise eller modtage løn, da han stadig ikke ville aflægge ed. Men han 
ønskede dog stadig at blive på École Polytechnique for at have en formel position inden for 
matematik. I 1943 døde Lacroix, og Cauchy blev udvalgt som kandidat til at tage hans plads på 
Collége de France, men pga. hans politiske og religiøse synspunkter fik Cauchy i kke pladsen. I 
1848 blev Louis Philippe styrtet, og kravet om troskabsed forsvandt, hvilket gjorde, at Cauchy, 
igen kunne arbejde som førhen. Cauchy forsatte med at publicere sine skrifter gennem resten 
af sit liv. [Belhoste 1991] 
Cauchys matematik 
Blandt matematikere var Cauchy den første anerkendte person, der stringent definerede 
grænseværdi, konvergens og kontinuitet. 
                                                                 
2
 Dette projekt handlede om at udforme en kanal, der skulle sørge for sundt drikkevand. 
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Cauchy har gennem tiden skrevet utroligt mange værker, og der findes i alt seksten 
definitioner og teoremer, der er opkaldt efter ham. Vi  har dog som nævnt valgt at tage 
udgangspunkt i værket Cours d’Analyse de l’École Royale Polytechnique fra 1821, og har 
nærmere specificeret valgt at se på det arbejde, som Cauchy laver i kapitel 2, On infinitely 
small and infinitely large quantities, and on the continuity of functions. Singular values of 
functions in various particular cases. Grunden til, at vi har valgt at se på dette afsnit, er, at det 
giver indblik i nogle af Cauchys tanker omkring hans grundlæggende matematiske metode, 
som vi eksempelvis ser i følgende citat: 
”Quant aux methodes, j'ai cherché à leur donner toute la rigeur qu'on 
exige en géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées 
de la généralité de l'algebre.” [Cauchy 1821, s. ij] 
Som nogenlunde oversat betyder: "Med hensyn til metoder, har jeg forsøgt at give dem al den 
stringens, som man forlanger af geometri, så man aldrig behøver at stole på argumenter 
hentet fra den generelle algebra." 
Kort sagt var hans tanke med det arbejde, som han lavede, at gøre matematikken mere 
stringent. I de følgende afsnit vil vi se på sætninger fra et par af kapitlerne i Cours d’Analyse. 
Overskrifterne på afsnittene indikerer, hvilke kapitler der er tale om. 
Cauchys Cours d’Analyse kapitel 2.1 
Vi starter med at se på kapitel 2.1, som omhandler uendeligt små og uendeligt store størrelser. 
Her starter han med at se på to forskellige følger: 
1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
Hvis man tager ovenstående følge til uendelig, vil den altid være aftagende, men ikke ud i 
uendelighed, da den vil konvergere mod grænseværdien 1. 
2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
Hvis man tager ovenstående følge til uendelig er den ikke monotont aftagende, men alligevel 
vil den være aftagende uendeligt fordi den i sidste ende vil blive mindre end ”ethvert givet tal”. 
Det er her værd at nævne, at Cauchy, som så mange andre på hans tid, anvendte uligheder 
udelukkende i forbindelse med tals forhold til hinanden. ”Ethvert givet tal” i denne situation 
kommer da til at betyde ”ethvert positivt tal”. 
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Herefter definerer Cauchy, at hvis en størrelse kaldes uendelig stor, svarer det til, at størrelsen 
konvergerer mod grænsen ∞. Så den naturlige følge: 
1, 2, 3, 4, 5, …, 
vil derfor stige konstant og uendeligt. [Cauchy 2009, s. 21] 
“Theorem I. — If we compare two infinitely small quantities of 
different orders with each other, while both converge towards the 
limit zero, then eventually the one of the higher order will constantly 
have the smaller numerical value. 
Proof. — Indeed, let 
                          
be two infinitely small quantities, one of order n, the other of order 
n’, and suppose that n’> n. The ratio between the second of these 
infinitely small quantities and the first, namely 
  
 
  
   
    
   
  
converges indefinitely with α towards the limit zero, which cannot 
occur unless the numerical value of the second eventually becomes 
constantly less than that of the first.” [Cauchy 2009, s. 23] 
Hans Teorem I, fortæller os noget hvad han mener om hvad det vil sige at konvergere. Han 
bruger idéen om at to uendelige små størrelser, der konverger mod grænsen nul, til at gå ind 
og bestemme forskellen på de to størrelser. Hvis de ene har en højere værdi en den anden og 
de begge er uendelig små, vi forskellen mellem dem konverger mod nul. Hvil ket vi vil mene er 
meget logisk med den matematik som vi har kendskab til, eftersom at hvis den ene størrelse 
altid har en højere værdi end den anden størrelse, og de begge er vilkårligt små, vil differencen 
mellem de to størrelser konvergere mod nul, hvis størrelserne konvergerer mod nul. 
Cauchys Cours d’Analyse kapitel 2.2 
I dette afsnit vil vi se på Cauchys definition på kontinuitet samt teorem IV, som I dag er kendt 
som mellemværdisætningen - det samme teorem, som Bolzano også havde bevist nogle år 
forinden. 
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Vi vil som sagt starte med at se på hans definition på kontinuitet for at få et overblik over, hvad 
Cauchy mente med kontinuitet af en funktion. 
“The function f(x) is continuous with respect to x between the given 
limits if, between these limits, an infinitely small increment in the 
variable always produces an infinitely small increment in the function 
itself.” [Cauchy 2009, s. 26] 
Som vi kan se fra dette citat, bruger Cauchy ikke de betegnelser for uendeligt små forskelle, 
som vi kender i dag, nemlig epsilon og delta. Den ovenstående definition er derimod ret 
intuitiv. Og selv om Cauchys tanke var at gøre matematikken mere stringent, fremgår dette 
ikke rigtig af denne definition på kontinuitet. 
Cauchys bevis for mellemværdisætningen ser ud som følgende: 
”Theorem IV. – if the function f(x) is continuous with respect to the 
variable x between the limits x = x0 and x = X, and if b denotes a 
quantity between f(x0) and f(X), we may always satisfy the equation 
f(x) = b 
by one or more real values of x contained between x0 and X. 
Proof. – To establish the preceding proposition, it suffices to show 
that the curve that has as its equation 
y = f(x) 
meets the straight line that has for its equation 
y = b 
one or more times in the interval contained between the ordinates 
that correspond to the abscissas x0 and X. Now it is evident under the 
given hypothesis that this is what happens. Indeed, because  the 
function f(x) is continuous between the limits x = x0 and x = X, the 
curve which has y = f (x) as its equation and which asses 1° through 
the point corresponding to the coordinates x0, f (x0), and 2° through 
the point corresponding to the coordinates X and f (X), is continuous 
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between these two points. Because the constant ordinate b of the 
straight line which has y = b as its equation is found between the 
ordinates f (x0) and f (X) of the two points being considered, the 
straight line necessarily will pass between these two points, which it 
could not do without meeting the above-mentioned curve in the 
interval. 
Furthermore, as we will do in Note III, we can prove theorem IV by a 
direct and purely analytic method, which also has the advantage of 
providing the numerical solution to the equation 
f(x) =b” 
[Cauchy 2009, s. 32] 
I dette teorem kan vi se, at Cauchy beskæftiger sig med flere variable og ligninger, og han 
bruger disse symbolske udtryk til udelukkende at beskrive kurver og linjer i planet. Udover 
dette bruger han ingen form for algebraiske manipulationer eller grænser. Cauchy præsenterer 
den kontinuerte funktion f(x) som en ubrudt kurve der forbinder to punkter, og udover dette 
er hans bevis baseret på, at den ønskede mellemværdi skal krydse denne kurve. Cauchy vælger 
ikke at bruge hans definition på kontinuitet, selv om han i starten af kapitlet valgte at definere 
den. I stedet bruger han begrebet kontinuitet i sit bevis, i og med at funktionens kurve 
forbliver ubrudt. Hvis teoremet og beviset var lavet ud fra vores nutidige standarder i 
matematikken, ville argumentet være svagt pga. hans antagelse om, at funktionen bare er 
kontinuert [Barany 2013], men hvorfor har vi så valgt at tage mellemværdisætningen med? 
Dette skyldes, at selv om det er svagt i forhold til vores nutidige standarder, giver det et indblik 
i Cauchys tanker og hans tiltro til geometrien samt mistillid til algebraen. For Cauchy var det 
fornuftigt og troværdigt, at argumentet var baseret på en ubrudt kurve på en måde, som det 
ikke kunne være hvis det var baseret på symboler og ligninger. Cauchy kunne forestille sig to 
kurver, som krydser hinanden, og derfor havde han ikke brug for yderligere argumentation for 
at fremsætte sit teorem. Han bruger stringent geometri, ikke kun som et omhyggeligt 
systematisk ræsonnement, men som et fundamentalt argument. 
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Cauchys Cours d’Analyse kapitel 2.3 
Her vil vi kort se på endnu en sætning, der viser Cauchys overvejelser om 
grænseværdibegrebet. 
“Theorem I. — If the difference 
f(x+1)− f (x) 
converges towards a certain limit k, for increasing values of x, then 
the fraction  
    
 
 
converges at the same time towards the same limit.”  [Cauchy 2009, 
s. 35-37] 
Da beviset for denne sætning er lidt omstændeligt, har vi valgt at placere det i bilag A.  
Her kan man se, hvordan Cauchy forsøger at indføre noget af den stringens til matematikken, 
som han har efterlyst. I hans bevis kan vi se, hvordan han går ind og redegør for, hvornår 
grænsen går mod ±∞. Cauchy bruger meget stringent matematik i hans bevis for denne 
sætning – hvilket faktisk er lidt i modsætning til de sætninger, vi tidligere har set på. Vi ser 
eksempelvis i beviset for denne sætning, at Cauchy indfører et ε til at beskrive den vilkårligt 
lille størrelse, der indikerer ”fejlen”, eller forskellen, som vores differens f(x+1)− f (x) ligger 
indenfor. Dette viser sig at være en forløber til vores moderne epsilon-delta 
grænseværdibegreb. 
 
Deldiskussion 
De særlige forbehold i Cauchys beviser hjælper os til at se, at den stringens, som Cauchy 
værdsatte, på nogle punkter er forskellig fra den stringens, som vi forbinder hans navn med. 
Selv om mange af hans beviser forekommer stringente efter vores nutidige standarder, er der 
også nogle af dem, som ikke gør. 
En af de ting, som Cauchy i dag huskes for at gøre, var at lave sine beviser systematiske og 
stringente, men i hans egne beviser fra Cours d’Analyse er der et større fokus på geometriske 
metoder. Dette afspejler netop hans formål med sin matematik, som jo var at anvende 
”geometriens stringens” i stedet for algebraiske formler, om hvilke han skriver: 
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”We must also observe that they [arguments drawn from the 
generality of algebra, red.] tend to grant a limitless scope to algebraic 
formulas, whereas, in reality, most of these formulas are valid only 
under certain conditions or for certain values of the quantities 
involved. In determining these conditions and these values and in 
establishing precisely the meaning of the notation that I will be using, 
I will make all uncertainty disappear, so that the different formulas 
present nothing but relations among real quantities, relations which 
will always be easy to verify by substituting numbers for the 
quantities themselves.” [Cauchy 2009, s. 2] 
Hans argument er altså, at algebra ofte kun gælder for specifikke værdier og størrelser. Men 
disse størrelser er ikke alle relevante for vores undersøgelse. 
En af de ting, som Cauchy gjorde for matematikken var at sikre, at analysens kraftfulde 
algebraiske værktøjer, såsom konvergens, kunne tilføjes en mere intuitiv mening gennem 
geometrien. Den stringente brug af geometri, som han ville have tilbage i analysen, var den 
som andre matematikere i mange år havde afvist som forældet og uhensigtsmæssig. Men 
Cauchys metoder, stringente som de var, var efter sigende svære at følge og anvende. Hans 
elever og kollegaer beklagede sig ofte over metoderne som værende besværlige og upraktiske, 
men på trods af dette har man bibeholdt mange af Cauchys ideer om stringent matematik, om 
end med mindre fokus på geometri. 
Cauchy vidste, at det ikke var muligt at udskifte algebraen i sin matematik, så han arbejdede på 
at udstyre denne algebra med geometriens, ifølge ham selv, dydige stringens ved at udvikle 
algebraiske kriterier og sætninger, som matchede og kunne vises ved geometriske 
ræsonnementer og sandheder. Dette illustreres eksempelvis af nedenstående citat (hvor a, a’, 
a’’ osv. blot indikerer positive størrelser): 
”In any case, real expressions of the form 
√              
enjoy some very remarkable properties. In Geometry, they serve to 
determine the measured lengths of a straight line and the areas of 
plane surfaces by means of their orthogonal projections. In Algebra, 
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they are the subject of several important theorems, among which I 
will content myself to state those which follow.” [Cauchy 2009, s. 301-
302] 
Cauchy beskriver først, hvordan disse ligninger relaterer sig til geometrien, og hvad de 
bestemmer der. Først herefter går han ind i, hvordan de er relateret til algebra. Dette er 
karakteristisk for Cauchys metode og motivation for udviklingen af sin matematik. 
Derved videreudviklede han en ide om, at det var muligt at kombinere de to ellers 
tilsyneladende uforenelige størrelser på en meningsfuld måde; at bekræfte styrken i en 
algebraisk tankegang, mens man stadig holder sig til visheden og anvendeligheden, som er 
karakteristisk for geometrien. 
Cauchy formulerede også regler for konvergens og kontinuitet, og hans opmærksomhed 
overfor spørgsmålet om grænseværdibegrebets både algebraiske og geometriske gyldighed 
skabte nye problemer og muligheder. Han åbnede gennem sin geometrisk stringente 
matematik, op for måder at studere matematiske fænomener på, der var vital for udviklingen 
af analysen helt op til i dag. Hans geometriske udgangspunkt viste sig at være holdbart, men 
den oprindelige motivation kan nemt blive glemt, som netop var at bringe stringens tilbage til 
matematikken i form af geometri – og ikke bare stringens i al almindelighed. 
  
Side 41 af 51 
 
Diskussion 
I dette afsnit vil vi diskutere, hvordan Newton, Bolzano og Cauchys grænseværdibegreber 
udformer sig i forhold til hinanden, med specielt fokus på, hvordan deres motivationer og 
formål har været forskellige. 
Igennem projektet har vi i de forskellige delkonklusioner overvejet, hvorledes Newton, Bolzano 
og Cauchys grænseværdibegreber kan siges at afspejle deres formål og motivationer.  
Hos Newton så vi, at han baserede sit grænseværdibegreb på geometriske figurer. Man kan 
nemt fristes til at forklare hans grænseværdibegreb ud fra funktionsbegrebet, men i 
virkeligheden er spørgsmålet, hvor meget dette forstyrrer billedet. Pourciau argumenterer for, 
at dette ikke forstyrrer billedet synderligt, og at Newtons grænseværdibegreb faktisk slet ikke 
ligger særlig langt væk fra det epsilon-delta grænseværdibegreb vi bruger i dag, med et vist 
forbehold. Omend Pourciau anfører, at Newton er på sporet af et stringent 
grænseværdibegreb, vedkender han sin argumentations svaghed på dette punkt (se [Pourciau 
2001, s. 22]). Hvor Pourciau fremhæver den matematiske styrke i Newtons 
grænseværdibegreb, erklærer Giovanni Ferraro, at Newtons intuitive tilgang erstatter en klar 
matematisk definition. Ferraro hævder, at Newton anvender ordet ’limit’ uden at definere det, 
siden han betragter det som noget intuitivt klart; en egenskab observeret fra naturen (se [Web 
6]). Endvidere så vi, at Newtons motivation for udviklingen af sit grænseværdibegreb i høj grad 
var præget af hans baggrund som fysiker. Som fysiker var en af prioriteterne for Newton, at 
grænseværdibegrebet var anvendeligt og intuitivt baseret på "flydende" størrelser. Denne 
anvendelighedsgrad og grad af intuition var passende nok essensen i geometrien, som derfor 
blev til en hjørnesten i Newtons matematik. 
Bolzano var selv primært drevet af sit ønske om at skabe et nyt fundament for matematikken, 
dette være sig et stringent, generelt fundament. Geometri, som i Bolzanos øjne 
personificerede anvendt matematik, havde ingen plads i selve dette nye fundament for 
matematikken, men dette betød ikke just, at der ikke var plads til geometriske og intuitive 
eksempler til forklaring og uddybning af matematiske sætninger. Så længe de ikke fremsattes 
frem for generelle beviser, var der som sådan ikke noget galt med dem. Bolzanos 
grænseværdibegreb bar derfor også præg af dette ønske om et nyt fundament for 
matematikken, og var udelukkende baseret på analytiske og algebraiske termer, såsom 
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funktioner og størrelser, der kan gøres vilkårligt små. Det lignede til forveksling det epsilon-
delta grænseværdibegreb vi kender i dag, som det blev formuleret af Weierstrass.  
Hos Cauchy var stringensen også i centrum, men Cauchy krævede helt specifikt en stringens i 
geometrien. For Cauchy var algebraen og den generelle matematik faktisk for generel, og han 
følte, at det var for svært at hive noget brugbart ned på det specifikke og anvendelige plan. 
Hans rolle som underviser har klart spillet en rolle for hans motivation, og hans mest kendte 
værk Cours d'Analyse var da også oprindeligt skrevet som lærebog. Af samme årsag er det 
forståeligt, at Cauchy lagde vægt på det lidt mere anvendelige, om end stadig med fokus på 
stringens i matematikken. Hans grænseværdibegreb minder også en hel del om vores moderne 
epsilon-delta grænseværdibegreb, om end Cauchy selv skrev det på en markant mere intuitiv 
form, uden brug af hverken epsiloner eller deltaer. Dette viser samtidig både hans formål med 
at skrive Cours d'Analyse som lærebog, samt hans ønske om ikke at gøre matematikken for 
generel. 
Man kunne nu være fristet til blot at sammenligne de tre personer på baggrund af deres 
definitioner på grænseværdibegrebet, og konkludere "Newton bruger mest geometri, Bolzano 
bruger mest analyse og Cauchy er et sted imellem". Dette er dog ikke formålet med 
nærværende projekt. Snarere er det deres argumentation i forhold til deres matematiske 
virke, specielt med fokus på grænseværdibegrebet, der udspringer af deres historisk-
matematiske baggrund, som vi ønsker at fokusere på for at kunne sammenligne Newton, 
Bolzano og Cauchy. På denne måde håber vi at kunne lære lidt mere om, hvordan deres 
motivationer og formål afspejles i deres grænseværdibegreber. 
 
For først at tage fat på Bolzano og Cauchy; umiddelbart skulle man jo mene, at disse to 
matematikeres grænseværdibegreber ligner hinanden til forveksling. Det er da også sandt, at 
de begge to foregriber det epsilon-delta grænseværdibegreb, vi kender i dag. Hvordan kan vi 
så mene, at deres motivationer, som jo tydeligvis var forskellige, kan have haft indflydelse på 
disse grænseværdibegreber? 
Sagen er den, at vi faktisk ikke mener, at de to grænseværdibegreber er ens. Der er en vis 
ækvivalens imellem dem, og hvis vi skulle anvende et af de to grænseværdibegreber i praksis, 
ville det formentlig ikke have nogen betydning, hvilket af de to vi val gte. Men deri ligger netop 
pointen: Det er kun, når vi anvender grænseværdibegreberne i praksis, at de kan siges at være 
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mere eller mindre ens. Bolzanos grænseværdibegreb, i sin formulering, giver nemlig udtryk for 
det højere krav til stringens og generalitet, som han havde til matematisk bevisførelse: 
"According to a correct definition, the expression that a function    
varies according to the law of continuity for all values of x inside or 
outside certain limits means just that: if x is some such value, the 
difference           can be made smaller than any give 
quantity provided   can be taken as small as we please. (...) This is 
           ." [Russ 1980, s. 162] 
Der er klart definerede variable at arbejde med teoretisk, og de er tildelt passende 
variabelnavne - ,  osv.. Dette er ikke tilfældet i Cauchys grænseværdibegreb: 
“The function f(x) is continuous with respect to x between the given 
limits if, between these limits, an infinitely small increment in the 
variable always produces an infinitely small increment in the function 
itself.” [Cauchy 2009, s. 26] 
Hos Cauchy ser vi nemlig ingen algebraiske eller analytiske størrelser, udover funktionen f(x) og 
variablen x. Dette mener vi afspejler Cauchys ønske om, at det skal være intuitivt og 
tilgængeligt - specielt taget i betragtning, at denne definition fremlagdes i en lærebog, som 
netop skulle kunne forstås af de studerende. 
På trods af, at Bolzano og Cauchy begge hører til den samme tidsperiode, og endda også på 
trods af, at Cauchy ofte klandres for at have plagieret Bolzano [Lützen 2003, s. 161], mener vi 
altså, at der er markante, måske endda essentielle, forskelle på de to matematikeres 
grænseværdibegreber. Disse forskelle skyldes med al sandsynlighed deres divergerende 
motivationer og formål med udviklingen af deres grænseværdibegreber.  
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Newton er til gengæld i høj grad barn af det syttende århundredes matematiske tankegang, i 
hvilken de geometriske argumenter og metoder blev anset for at være grundlæggende for 
matematikken. Newtons matematiske tankegang ligger dog et stykke fra både Bolzano og 
Cauchys indgangsvinkel med hensyn til grænseværdibegrebet. Overordnet set er der en 
grundlæggende forskel i argumentationen mellem Newton på den ene side og Bolzano og 
Cauchy på den anden, da de to sidstnævnte har et formelt funktionsbegreb til rådighed, 
hvorimod dette ikke er tilgængeligt for Newton. Newtons grænseværdibegreb adskiller sig 
således væsentligt fra Bolzano og Cauchys: 
“Those ultimate quantities [...] are not actually ratios of ultimate 
quantities, but limits [...] which they can approach so closely that 
their difference is less than any given quantity.” (Newton i [Callinger 
1982, s. 411]) 
Som nævnt tidligere i indeværende kapitel, er spørgsmålet, hvorvidt og under hvilke 
forudsætninger ”quantities” kan sidestilles med funktioner, når karakteren af Newtons 
grænseværdibegreb skal vurderes. Hvis der med ”quantities” skal forstås funktioner, er der så 
tale om eksempelvis blot kontinuerte funktioner, eller glatte funktioner?  Uanset om man vil 
erklære sig enig med Pourciau eller Ferraro, er der en forskel mellem Newtons 
grænseværdibegreb og det tilsvarende hos Bolzano og Cauchy. Hvor Newton i sin 
argumentation vedrørende grænseværdibegrebet hviler sin argumentation på en ”kinematisk” 
geometri, er Bolzano og Cauchys argumenter funderet i et funktionsbegreb. Den 
dybereliggende forskel mellem Newton og Bolzano-Cauchys grænseværdibegreber skal da 
findes i en nærmere undersøgelse af, hvilke forskelle eller lighedspunkter der med rette kan 
uddrages af Newtons ”quantities” og funktionsbegrebet hos Bolzano og Cauchy – et projekt, 
der desværre ligger udenfor omfanget af dette projekt. 
Men Newtons baggrund som fysiker afspejles da også i hans grænseværdibegreb; som nævnt 
er det geometriske og anvendelsesorienterede i centrum. I modsætning til Bolzano og Cauchy 
er han klart mere interesseret i at kunne anvende sit grænseværdibegreb i praksis, og den 
formelle definition på det er derfor mindre vigtig. Dette går stik imod Bolzanos 
grænseværdibegreb, som tydeligt viste hans filosofiske projekt om at bringe al matematik på 
ren, analytisk/algebraisk/aritmetisk grund. At bygge dette fundament op igen fra bunden var 
det overordnede formål med Bolzanos matematik, hvilket betød, at han slet ikke var 
interesseret i at lave nyskabende matematik, der kunne drive den længere frem. Newton, med 
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alle de videnskabelige påfund, vi attribuerer ham, var klart af det modsatte sind. Et sted 
imellem de to står Cauchy, den eneste (lettere) didaktisk overvejende matematiker ud af de 
tre. Hvor vi nævnte, at Cauchys grænseværdibegreb nok trods alt ligger tættere på Bolzanos 
end Newtons, er Cauchy på dette punkt nok mere lig Newton end Bolzano. Cauchy publicerede 
som nævnt uanede mængder af artikler og andre værker, og mange af hans sætninger og 
definitioner har været skelsættende dengang – hvilket kunne forklare den abnorme mængde 
af sætninger, der er opkaldt efter ham. Matematikken kan i høj grad siges at være blevet 
drevet videre af ham, og hans høje antal publikationer tyder da også på en motivation om at 
bringe matematikken fremad. På dette punkt ligger Cauchy nok nærmere Newton end 
Bolzano. 
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Konklusion 
Som vi har set, er der et virvar af punkter, hvorpå vi kan sammenligne og diskutere Newton, 
Bolzano og Cauchys grænseværdibegreb. Næsten i hver situation kan vi også bidrage med 
noget til diskussionen ved at referere til deres individuelle motivationer og formål. I Newtons 
tilfælde afspejler hans baggrund som fysiker hans anvendelsesorientere de og geometrisk-
intuitive grænseværdibegreb. For Bolzano spiller hans filosofiske motivation og tilgang til 
matematikken en afgørende rolle for hans stærkt analytiske, formelle grænseværdibegreb. I 
Cauchys tilfælde var hans formål at sætte det geometrisk-stringente i centrum, og hans 
grænseværdibegreb afspejler overvejelser om ”fejlen” epsilon som en længde, uden brug af et 
tilsvarende, klart defineret delta som kan manipuleres algebraisk. De tre matematikeres 
grænseværdibegreb adskiller sig derfor på fundamentale punkter – punkter, som afspejler 
deres forskellige formål og motivationer. Hvor Bolzanos grænseværdibegreb ligner vores 
moderne epsilon-delta version, divergerede Cauchys grænseværdibegreb mere i retning af en 
intuitiv, forståelig version af dette, dog med de samme pointer. Endelig varierer Newton mest 
fra de andre, idet hans grænseværdibegreb er markant mindre stringent end deres, men dog 
stadig anvendeligt i mange sammenhænge. 
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Bilag A – Bevis for Theorem I side 38 i projektet 
“Theorem I. — If the difference 
f(x+1)− f (x) 
converges towards a certain limit k, for increasing values of x, then 
the fraction  
    
 
 
converges at the same time towards the same limit. 
 
Proof. — First suppose that the quantity k has a finite value, and 
denote by ε a number as small as we wish. Because the increasing 
values of x make the difference 
f(x+1)− f (x) 
converge towards the limit k, we can give the number h a value large 
enough that, when x is equal to or greater than h, the difference in 
question is always contained between the limits 
k−ε    and    k+ ε. 
Given this, if we denote by n any integer number, each of the 
quantities 
f(h+1)− f(h) , 
f(h+2)− f(h+1) , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 
f(h+n)− f(h+n−1) , 
and consequently their arithmetic mean, namely 
 
   
is contained between the limits k− ε and k+ ε. Thus we have 
            
 
     
where  is a quantity contained between the limits − ε and + ε. Now 
let 
h+n = x. 
The preceding equation becomes 
(1)     
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and we thus conclude 
f (x) = f (h)+(x−h) (k+α) , 
 (2) 
    
 
 
    
 
 (  
 
 
)       
Moreover, to make the value of x increase indefinitely, it suffices to 
make the integer number n increase indefinitely without changing 
the value of h. Consequently, let us suppose that in equation (2) we 
consider h as a constant quantity and x as a variable quantity which 
converges towards the limit ∞. The quantities 
    
 
       
 
 
  
contained in the right-hand side, converge towards the limit zero, 
and the right-hand side itself converges towards a limit of the form  
k+α, 
where a is always contained between −ε and +ε. Thus the ratio 
 
    
 
 
has for its limit a quantity contained between k−ε and k+ε. This 
conclusion remains true however small the number ε may be, and as 
a result the limit in question is precisely the quantity k. In other 
words, we have 
(3) 
   
    
 
     [           ]  
Second, let us suppose that k = ∞. Denoting by H a number however 
large we may wish, we can always find a number h so large that, for x 
equal to or greater than h, the difference 
f(x+h)− f (x) , 
which converges towards the limit ∞, becomes always greater than 
H. Reasoning as above, we establish the formula 
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Now, if we set h+n = x, we find the following formula instead of 
equation (2), 
    
 
 
    
 
  (  
 
 
)  
from which we conclude that 
   
    
 
   
 
by making x converge towards the limit ∞. The limit of the ratio 
    
 
 
is thus greater than the number H, however great it may be. This 
limit, larger than any assignable number, cannot be anything but 
positive infinity. 
Finally, let us suppose that k = −∞. To reduce this last case to the 
preceding one, it suffices to observe that because the difference  
f(x+1)− f (x) 
has as its limit −∞, the following 
[−f (x+1)]−[−f (x)] 
has for its limit +∞. We then conclude that the limit of 
     
 
 is equal 
to +∞, and consequently the limit of 
    
 
  equals −∞.” [Cauchy 2009, 
s. 35-37] 
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